
情報システム特論資料-6　　　　　　　　　　　　　　　　　　大島正毅

１次微分を行って、エッジ強度の大きい点を取出すと、物理的なエッジに相当する場

所だけでなくその近くに幅（峰）ができる（幅を0にしようとして、閾値を大きくする

と、エッジが消えてしまう部分が出る）。そのため、その中の尾根に相当する点を選び

出さないとエッジに相当する点は得られない。

その方法として：

ある点について明るさの変化方向を見つけ（エッジオペレータでできる）、その方向

に沿って自分の両隣とも自分より小さいか同じ（自分がピークである）以外の場合は0

にする。これを非最大値抑制という。

エッジ位置では２次微分が0になる（0クロスまたは0交差するという）ので、エッジ

強度大かつ２次微分が0になる点を求めることによっても尾根を見つけることができる。

明るさ変化方向

エッジの方向

最大値 非最大値

エッジ強度

局所オペレータ一般形の意味

f x , y と原点近傍で定義されるw x , y とから

g x , y = f x – x ′ , y – y′ w x ′ , y ′ dx ′dy ′

– ∞

∞

　(1) を定義する。w x , y は原点近傍

で定義されるから– ∆ x ≤ x′ ≤ ∆ x , – ∆ y ≤ y ′ ≤ ∆ yと書ける。これより
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g x , y =
– ∆ y

∆ y

f x – x ′ , y – y ′ w x′ , y′ dx′dy′

– ∆ x

∆ x

　

ここで、w x ′ , y ′ = w ′ – x ′ , – y ′ , x ′′ = – x′ , y′′ = – y ′と置くと

g x , y =
– ∆ y

∆ y

f x + x ′′ , y + y′′ w ′ x ′′ , y ′′ dx′′dy′′

– ∆ x

∆ x

　これを離散形で書くと

g x , y = f x + x ′′ , y + y ′′ w ′ x′′ , y ′′Σ
x′′, y ′′∈ A

　(2) ただしx ′′, y ′′∈ Aは近傍を表す。

コンボルーション

xの関数 f1 x 、 f2 x について f1 x' f2 x – x' dx'

– ∞

∞

　（または f1 y f2 x – y dy
– ∞

∞

）

の形式の積分を f1と f2 のコンボルーション（重畳積分、畳み込み）という。これはxの

関数であり、

f x = f1 x * f2 x と書く。

上の(2)は窓演算に相当する演算を表している。これは(1)と実質的に同じである。すな

わち窓演算はコンボルーションと実質同じである（変数の符号を除いて）。

演算順序の変更

f2 x * f1 x = f2 x' f1 x – x'

– ∞

∞

dx'　　　x'' = x – x'とおくと（x' = x – x'' （xは定数扱い）、

dx' = – dx'' 、積分範囲は逆となるが結果は同じ）

　　　　　 = f2 x – x'' f1 x''

– ∞

∞

dx''

　　　　　 = f1 x * f2 x 　　（コンボルーションは順序によらない（可換の法則））

よって

f x = f1 x' f2 x – x' dx'

– ∞

∞

= f1 x – x' f2 x' dx'

– ∞

∞

　と書ける。

複合演算の順序変更

F = f3 x * f2 x * f1 x 　　　　　　　　　を考える。

= f3 x * f1 x' f2 x – x'

– ∞

∞

dx' 　　　　　　後半はxの関数である。

= f3 x" f1 x' f2 x – x' dx'

– ∞

∞

x = x – x"

?

dx"

– ∞

∞

= f3 x" f1 x' f2 x – x" – x' dx'

– ∞

∞

dx"

– ∞

∞

　積分順序を変更して
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= f1 x' f3 x" f2 x – x" – x' dx"

– ∞

∞

dx'

– ∞

∞

= f1 x' f3 x" f2 x – x' – x" dx"

– ∞

∞

dx'

– ∞

∞

　x – x'は積分変数x'' にとって定数。後半は

f3 x * f2 x でx = x – x'と置いたものに等しい。よって

= f1 x' f3 x * f2 x
x =x – x'

– ∞

∞

dx'　定義からこれは前半と後半のコンボルーション。

F = f1 x * f3 x * f2 x 　　　　　　前後を逆にしても同じだから

= f3 x * f2 x * f1 x 　　

以上から（最初と最後から）

f3 x * f2 x * f1 x = f3 x * f2 x * f1 x 　（結合の法則）

画像 f1にオペレータ f2を施した後、さらにオペレータ f3を施すのは、あらかじめオペ

レータ f2にオペレータ f3を施して結果を得て、それを1つのオペレータとして画像 f1に施

すのと等価である。

ガウス型ラプラシアンオペレータ（Gaussian Laplacian）

画像の中の対象によって扱うエッジをぼかしたいことがある。ぼかすための関数とし

てガウス関数が好まれている。ガウス関数はシグマσを変えることによってぼけの程度

を制御できる。

G (x , y) = 1
2 πσ2

exp –
x2 + y2

2 σ2

G

r = x2 + y2

r

先に述べたように局所オペレータの順序は変更可能だから

　　∇2 G ( x , y ) * f ( x , y ) = ∇2 G ( x , y ) * f ( x , y )

すなわち、ガウスオペレータでぼかし演算を行ってから、ラプラシアンを掛けるのと、

ぼかしラプラシアン演算を元の画像に掛けるのと同じになる。このオペレータをガウス
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型ラプラシアンオペレータという。

∇2 G ( x , y)　

=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
G

=
∂

∂ x

∂
∂ x

G +
∂

∂ y

∂
∂ y

G

= 1
2 πσ2

∂
∂ x

– 2x
2σ2

exp –
x2 + y2

2 σ2
+

∂
∂ y

–
2y

2σ2
exp –

x2 + y2

2 σ2

= 1
2 πσ2

– 1
σ2

exp ( ) – x
σ2

– x
σ2

exp ( ) + – 1
σ2

exp ( ) –
y

σ2
–

y

σ2
exp ( )

=
exp ( )

2 πσ2
– 1

σ2
+ x2

σ4
– 1

σ2
+

y2

σ4

=
exp ( )

2 πσ2
– 2

σ2
+

x2+y2

σ4 　　　　　　　[]の外に– 2 /σ2を、内に –σ2 /2を掛けると

= – 1
πσ4

1 –
x2+y2

2σ2
exp ( –

x2+y2

2σ2
) 　　　x2+y2 = r2と置くと

= – 1
πσ4

1 – r2

2σ2
exp ( – r2

2σ2
)

– ∇2 G

r

1
π σ4

– 2 σ 2 σ

σが大きいと、ぼかしの度合が大きい（大きな特徴も消える）
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相互相関

内積について

2つのベクトルa = a1 a2...an

t
, b = b1 b2...bn

tについて

成分ごとの積の和（積和） aibi = a1b1 + a2b2 + ... + anbnΣ
i =1

n

をaと bの内積という。

ab = a b cos θと書ける。aを bへ射影（または bをaへ射影）して積を取ったものと

理解してもよい。

A

B

θA
θB

x1

x2

θ

２つのベクトルA x1 A , x2 A , B x1 B , x2 B
を考える。このとき

cos θA =
x1 A

A
, cos θB =

x1 B

B
sin θA =

x2 A

A
, sin θB =

x2 B

B 　

cos θ
= cos θB – θA = cos θB cos θA + sin θB sin θA

= x1A x1 B + x2A x2 B / A B

= x1A x1 B + x2A x2 B / x1 A
2 + x2 A

2 x1 B
2 + x2 B

2

これは2つのベクトルの正規化された内積である。 A • B / A B と表す。この値

はcos θだから絶対値が0から1の間にある。これを類似度と呼び2つのベクトルの一致度

を測るのに用いることができる。一般に2つの多次元ベクトル f , gについて正規化され

た内積

cos θ =
f • g

f g
=

f1 g1 + f2 g2 + ⋅ ⋅ + fn gn

f1
2 + f2

2 + ⋅ ⋅ + fn
2 g1

2 + g2
2 + ⋅ ⋅ +gn

2

を用いる。（正規化）相互相関と呼ぶこともある。パターンマッチング（照合）
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f 1 f 2 f 3

f 4 f 5 f 6

f 7 f 8 f 9

画像の一部を窓で切り取って、例えばテレビ走査の順に番号付けして各画素の明るさ

をベクトル要素とみなすことができる。

f f1, f2, ⋅⋅⋅, f9 なるベクトルを考えることができる。もう１つt t1 , t2 , ⋅⋅⋅, t9 との間の一致

度を f ⋅ t / f t で測ることができる。このときt をテンプレートとかモデルパター

ンとよぶ。

2つのパターンそれぞれについて、各濃度が比例的に変化したものを同一とみなすと

大きさ1のベクトル
f

f
, t

t を比較すればよい（濃度によらずパターンの一致度だけに

着目すると考えてもよい）。このとき、2つのベクトルの角度をθとして

cos θ =
f ⋅ t

f t
=

f tΣ
f 2Σ t2Σ

を一致度とすればよい。ここに小文字の f , tは fi , ti を略したものと約束する。またΣ 等

についても同様とする。

この値（の絶対値）は0から1の範囲をとり、パターンが完全一致するときは1となる。

尺度として見通しがよい。実際上、テンプレートtは対象とする画像 f に対し小さな範囲

で、演算は対象画像 f の上をtをずらしながら一致（不一致）度を各点ごとに計算する。

先に説明した近傍演算を行うことになる。比較するときtは一定だから、 t2Σ は一度だ

け計算すればよい。

cos θ =
f – f t – tΣ

f – f
2Σ t – t

2Σ 　（ f , tは f , tの近傍平均）

が用いられることもある。

画像を f 、テンプレートをtとするとき、不一致の度合を測るのに次のものが使われる

こともある：
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max f – t , f – t ,Σ f – t
2Σ

これらは大きいほど不一致である（0に近いほどよく一致している）。

（　ここで f – t
2Σ は

f – t
2Σ = f 2Σ + t2Σ – 2 f tΣ

もし、 f 2Σ 、 t2Σ が一定なら f tΣ の大小によって f – t
2Σ が定まる。 f t (≥ 0)Σ が大

きい程 f – t
2Σ が小さいから、不一致の度合が小さい、すなわち一致度が高い。この

ように、 f tΣ を一致度の尺度とすることができる（ f tΣ が大きいほどよく一致）。実

際上、tが固定されているので t2Σ は一定であるが、 f 2Σ は対象とする場所によって異な

る。そこで、尺度として

f tΣ
f2Σ

を用いる。

（この記述はRosenfeld　P306によるが説明に無理が多い。不一致度から出発する必然

性がない）　）

テンプレートに一致するパターンを探すときは、各点ごとに計算するので計算量が多

い（テンプレートサイズが大きいときは特に）。これを避けるため、不一致度がある値

を越えた点ではそれ以降の計算を打ち切ることも行われる。もっともよく一致する場所

やかなりよく一致する場所を探すにはこれで十分である。

一般にこの種のadhocな工夫によって効率を上げる方法をヒューリスティックスといい、

人工知能、ビジョン処理ではよく使われる。

パターンマッチングの用途：画像から対象物の位置検出、文字読み取り、ステレオ対

応点探索等

参考　ここでは画像のパターンマッチングを取り上げたが、一般にはもっと広い意味

がある（音声、文字列など）。

窓演算はコンボルーション計算と実質上同じなので、 F f * g = F f F g より

F–1 F f F g から f * g を求めることもできる。ただし、 F f は f のフーリエ変換

を表す。フーリエ変換は通常の計算法だと N 個の点について N2 回の計算が必要なとこ

ろ、FFTアルゴリズムによりNlog N回のオーダですむ。これはN が大きいと有利に働く。

このような条件を満たすときにはフーリエ変換を介して窓演算を行うと有利になる可能

性がある（特に窓のサイズが大きいとき）。
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